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1 Atmosphére isotherme

Trois possibilités :
— Atmospheére isotherme
— Particules chargées dans un champ électrique
— Expérience de Jean PERRIN

1.1 Premiére approche et modélisation

# BFR p.70 + p.90 Calcul et discussion
# LLP18 - Phénomeénes de transport
# DGLRB p.693 pour aller plus loin dans une vision grand canonique

Les particules de fluide dans I’atmosphére sont toutes soumises a la force de pesanteur, qui devrait les
coller toutes au sol, or ce n’est pas ce qu’on observe (no way!?). En fait il doit exister quelque chose qui les
remonte : I’excitation thermique leur donne un mouvement aléatoire qui se traduit macroscopiquement par
un phénomeéne de diffusion...

En fait Iénergie thermique d’une mole de gaz est Uy, = NkpT ~ 1/40eV donc pour acquérir autant
d’énergie potentielle, il faudrait qu’elle soit située a
kgT  RT 8.314 - 300
Nmgh = NkgT — h=—=— = = 8.8k
g B mg Mg  (0.8-28+0.2-32)-10-3 x 9.81 m
Donc en fait I’énergie thermique est largement dominante & notre échelle, ainsi une particule ne va qua-
siment pas voir le potentiel dans lequel elle se trouve car son énergie cinétique est trop grande!

On peut insister sur l'ordre de grandeur kg1 ~ 1/40eV. Ca peut-étre le moment de rappeler la valeur
de la constante de BOLTZMANN

Hypothéses

En vrai 'atmosphére est bien plus haute que 8.8 km, mais l& c’est juste un calcul d’ordre
de grandeur en supposant notamment une atmosphére isotherme. On note que 'on a
fait le calcul pour 1 mole de fluide... On aurait pu faire pour une molécule et pas une
mole, mais 1a ¢a nous permet de faire le lien avec la limite thermodynamique.

Passons maintenant aux choses sérieuses, et tentons de modéliser clairement ce qu’il se passe. On fait les
hypothéses suivantes :
— Atmospheére isotherme, ce qui implique notamment I’équilibre thermodynamique local (sinon tempéra-
ture nous définissable)
— On suppose lexistence d’une échelle mésoscopique (nécessaire pour supposer un équilibre local)
— On modélise 'air par un gaz parfait
Les calculs sont pas compliqués, on obtient

n(z) = noe” *BT = nge~ /"

On retrouve une loi faisait intervenir un échelle caractéristique h définie précédemment. Ainsi on peut
supposer qu’a notre échelle, ’atmosphére est uniforme en densité. Les grandeurs comparées sont des énergies
(potentielle et termique ici).



Définition : Facteur de BOLTZMANN

Le facteur exponentiel est appelé facteur de BOLTZMANN. Il compare les poids relatifs d'une
certaine énergie (ici I’énergie potentielle de pesanteur) avec I'énergie thermique. Pour il est petit, plus
la température joue un réle dominant dans le mouvement des particules.

E

exp — —kBT

1.2 Interprétation statistique
# BFR .99
La densité n(z) nous donne accés au nombre dN(z) de particules contenus dans une tranche [z, z + dz]

de latmosphére (de section ).
dN(z) = Sn(z)dz

Donc la probabilité, en prenant au hasard une molécule, que celle-ci se situe entre z et z + dz est

dN 1 _ma:
dP(z) = Nt(j) = ¢ KT
(o}

Avec le nombre total de molécule FIXE (ensemble canonique! donc ne pas intégrer jusqu’a I'infini!) donc
Patmospheére s’éléve a une hauteur H(Niot, T) telle que

H _mgz
Nigt = S noe *8T dz
0

Cette derniére équation équivaut & une normalisation des probabilités. Le facteur 1/Z sera détaillé plus
tard...

Ce qu’il faut retenir c’est que
dP o e FBT

Donc le facteur de BOLTZMANN acquiert un sens statistique profond, que I'on va développer dans le
suite. Dans un champ de potentiel énergétique, la probabilité de trouver une particule & une certaine
position est d’autant plus élevée que I’énergie y est faible, ce qui va bien dans le sens de la minimisation
de ’énergie.

2 Ensemble canonique

2.1 Notion de thermostat

# Diu, p.255 encore une fois & lire avec attention

Notations

Toutes les grandeurs relatives & lensemble micro-canonique (température, entropie)
sont notés x*.



Comme nous 'avons discuté en introduction, la description microcanonique qui permet de définir les pos-
tulats de base de la physique statistique ne s’applique que pour des systémes isolés donc d’énergie constante
(ensemble canonique), ce qui n’est en fait jamais le cas. On peut commencer par étudier la situation ou le
systéme a étudier est en contact avec un seul autre systéme qui est bien plus gros que lui, 'ensemble des
deux systémes étant isolés. C’est ce qu’on appelle la situation canonique.

On considére un systéme ¥ d’énergie F et un systéme 7T d’énergie Ep, 'énergie totale F,y = Epr + E
étant constante. Le thermostat est beaucoup plus gros que 3, on a F < Ep. Ainsi, 'énergie E de X n’est plus
constante, et ses fluctuations s’accompagnent d’un échange d’énergie entre X et T, ces fluctuations restant
négligeables a I’échelle de 7. Le thermostat est un systéme presque isolé, on peut lui appliquer la définition
de la température microcanonique :

Fait dans le #&» Diu, p.256 , c’est juste un développement limité en £ mais bien montrer ot I'hypothése
du thermostat (ie sa température microcanonique T ., .. indépendante de E) intervient dans le calcul
(discuter de la physique de 'approximation ? Ah oui mais si y a le temps!).

NB

La discussion sur pourquoi on s’arréte a cet ordre est intéressante mais on ne la fait pas
(un peu long)

On définit alors la température canonique de notre systéme ¥ comme 7' = T:7. Le systéme 7T réservoir
d’énergie est un thermostat, ie qui maintient le systéme X & la température 7. Pour le systéme ¥ dans la
situation canonique, ’énergie n’est plus un parameétre extérieur imposé mais une variable interne, c’est la
température qui est imposée par le thermostat.

Microcanonique/Canonique

83 du @ Diu, p.257 , important de bien montrer les différences entre les deux.

Maintenant que l’on a décrit la situation canonique, et définit la température, on va chercher & calculer la
probabilité de trouver le systéme dans un micro-état. On a lintuition de notre premiére partie qu’elle est
reliée au facteur de Boltzmann.

2.2 Probabilité d’un micro-état

# DGLRB, p.258
& Callen, p.350 be careful it’s in english (a lire avec 'accent du CAE)

Le systéme total {S + T} est un systéme a ’équilibre macroscopique isolé, on peut donc lui appliquer le
postulat de la physique statistique (tous les micro-états sont équiprobables). On décrit le systéme total par
un couple de micro-état (I, L) : le micro-état (1) d’énergie E(l) est un micro-état du systéme S et le micro-état
(L) d’énergie E7(L) est un micro-état du systéme 7. Le couple de micro-état (I, L) correspond donc bien a
un micro-état du systéme total.

On a toujours E(I) + Ep(L) = Etot- En notant Q le nombre d’état vérifiant une condition, on a P(I,L) =
m. Nous cherchons la probabilité d’un micro-état de ¥ donc on somme sur les micro-états de 7T :
Qr (Bt = Byt — E)
Q (Etot)

P(l) =



Or on sait relier le nombre de micro-états a ’entropie microcanonique : Qr (Er = Eipr — E) = e 51 (Pr)

et on peut faire un développement limité (avec toutes les précautions de#s DGLRB, p.259 note 6 ) :

OSt- E E
Sr+ (Br = Bior = B) = S+ (Buot) = B (Buot) = St (Buot) = 72— = 51+ (Bvot) = 72

On obtient finalement, en ne gardant que les termes dépendant de E :
_ By
P(l) = Ce 8T

On retrouve donc que pour un systéme en contact avec un thermostat, la probabilité de trouver le systéme
dans un micro-état est proportionnelle au facteur de Boltzmann. Comme c’est ouf!

2.3 Fonction de partition
# DGLRB, p.267

On écrit la condition de normalisation sur la probabilité : 1 = C')", e ’“BT, onnote Z =1/> P la
fonction de partition canonique du systéme, on a ﬁnalement
1 _ B
IDi — Ee kT
Or a partir de la probabilité, on peut calculer la valeur moyenne de n’importe quelle variable interne :
< E >= %, E/P, ou méme l'entropie : S = —kp ), P,InP. Cette probabilité est donc l'objet central

d’étude de la physique statistique, et elle contient deux termes : le facteur de Boltzmann et la fonction de
partition qui est une somme de facteurs de Boltzmann.

1

On peut récerire, en notant 3 = ST

E)=) EP= %ZEze*BEl =- Zae -
l l

0Z
B = _ 22
(B)= -5
e PEl e PE
S=-k |
()
S=kpBY P E +kpinZy P
1 1
S=kp(InZ + B(E))
On peut finalement calculer ’énergie libre ¥ = U — TS = —kgTInZ Pourquoi avoir calculé F? Clest

F(T,V,N) qui sont les variables de notre systéme, on peut ensuite déduire P = av et (.

2.4 Paramagnétisme

Justifier que c’est bien un ensemble canonique.

Si on a le temps ¢a peut étre sympa... &2 LP45 - Paramagnétisme, ferromagnétisme : approximation du
champ moyen . Dans ce cas, faut pas présenter les choses de la méme fagon que dans la # LP/5 en traitant z
pour trouver I’ aimantation moyenne d’un moment magnétique puis juste multiplier par N. Faire plutét avec
les dérivées partielles de 2 aﬁ



3 Modéle statistique du gaz parfait monoatomique

Trois possibilités :
— Théoréme d’équipartition et capacités thermique des gaz parfaits
— Théoréme d’équipartition et capacités thermique des solides

— Modéle statistique des gaz parfaits

3.1 Fonction de partition & une particule
# DGLRB p.295

Justifier que c’est bien un ensemble canonique.

Considérons une molécule de gaz piégée dans une boite de volume V = L3. Puisque le gaz est monoato-
mique, la seule contribution au hamiltonien est la partie cinétique :
2 2 2,2
_p- _h 2 2 oy h°m 2 2 2
= om ot TR R =g (et bt
Ainsi un état possible pour cette particule correspond & un triplet (ng,n,,nz)... On peut représenter cet
état dans 'espace des phases (ky, ky, kz).
. Alors la fonction de partition est donnée par :

+oo 40 4o

400 3
=SS S e (Do)
n=1

ng=1lny=1n_=1

A la limite classique, cette somme devient une intégrale car les états ne sont plus quantifiés, I'impulsion
peut prendre n’importe quelle valeur dans un continuum

+oo h2 2 3
z:</ esmrZ v dx)
0
2 2 3
L7r2<<1:> L 1 [8wmL?
2mL 2 h2
v
TA3

z

Ou A est appelée longueur thermique de DE BROGLIE et sa valeur ne dépend que de la masse
des particules et de la température :

h
V2tmkpT

Sans quantification

On peut faire difféeremment, en se plagant directement en classique. Mais dans ce cas,
la densité d’état dans Pespace de phase 1/h® doit étre en pré-requis donc autant le
redémontrer avec la méthode précédente puisque ¢a découle de la quantification... La
particule peut aller n’importe ot dans ce volume, mais pas a 'extérieur. Elle est confinée



dans un puits de potentiel infini

Ulx,y,z) =

+00 sinon

{ 0 si z,y,2z€]0,L]

Autrement, la particule peut prendre n’importe quelle impulsion dans un continuum
donc son hamiltonien est

2
h(r,p) =U(r) + ;)Tn avec p € R3

Ainsi sa fonction de partition est

1
_ 43 / d3p — = Bh(r.P)

z /]RS r . P 5e

1 L oo 2 ’
Z:ﬁ / dr/ dpe_Bp/Qm

0 0

+o0 3
(L/ op<?/(2mbpT) dpm>

— 0o

s = 4 (VEmkaT)

ZI=T = -

3.2 Fonction de partition & N particules

Mais dans un gaz, il n’y a pas qu’une molécule :) Alors un micro-état du systéme est la donnée de N
micro-états c’est & dire de N jeux d’impulsion (p,,py,pz) :

(1) ={p1-..,pn}

Et I’énergie associée & ce micro-état est

Pi
E =
! Z 2m
=1
Or macroscopiquement, les particules sont indiscernables, ce qui fait qu’en permutant les éléments de
cet ensemble, on doit retomber sur le méme micro-état. Les particules d’un gaz parfait sont, par définition,
sans interaction entre elles. Ainsi la fonction de partition s’écrit



O]

ZN = Z e_ﬁzi\;l pi2/2m

{pi}
N 2
Zy = 3 [ rem
{pi} =1
1 N 5
_ —Bpi~/2
D0 3 | (e
P1 pN i=1
1 B, 2 _ 2
ZN:ﬁZe Bp1 /2m“.ze Bpn?/2m
P1 PN
1

Le facteur 1/N! intervient pour ne pas compter deux fois les mémes micro-états : toute permutation des
impulsions (il y en a N!) ne doit pas changer le micro-état.

7

On dégage une propriété importante : pour un systéme composé de N particules indiscernables
identiques la fonctione de partition s’écrit

1
ZN = ﬁZN

Si ces particules sont discernables, on doit bien prendre en compte que toute permutation donne
effectiveemnt un nouveau micro-état :

ZN:ZN

Retour sur une particule

On a vu que la fonction de partition pour une molécule pouvait se mettre sous la forme

3
(@)

Donc d’aprés ce qu’on vient de dire, tout se passe comme si les degrés de liberté agis-
saient comme des particules indépendantes et discernables de fonction de partition

f.

3.3 Loi des gaz parfaits
# DGLRB, p296

La fonction de partition Z d’un gaz parfait monoatomique de N particules dans l'approximation de
Maxwell-Boltzmann est (#a DGLRB, p.296 ) :



1 [r7?
Zo= — |=
Y [A]

VN (kaT>3N/2

T0= —
07 NIV \ 27h2

Pour calculer I’énergie libre Fy = —kgT In Zy de ce GP, on utilise la formule de Stirling In N! = NIn N—N
pour un N trés grand, donc dans la limite thermodynamique. On trouve :

V3. mkT
Fo——NkBT |:1+1I1N+21I1 27Th2:|

Tiens, et si on calculait le pression canonique p® de ce gaz parfait ?

c_ 0k
P="%v
_ NkgT
v

C

On retombe sur I’équation des GP, c’est pas magique ? (Non c’est de la Physique)

Questions



Donner 'éncrgic d'un oscillatecur harmonique quantigue.
Donner la dépendance en température de la capacité calorifique dans le modéle d"Einstein,

Dans le modéle de Patmosphése isotherme, pourgquol toutes les particules ne sont-clles pas collées
an sol 7

On imagine un modéle de plasma le plus simple possible. Quelle est la probabilité de tronver une
charge q en r immergée dans ce plasma 7

Pourquoi deux valeurs de la projection dun moment magnétique (dans le modéle du cristal para-
magnétiqne) T

Onelle est la différence entre la distribution de Maxwell- Boltzmann et 'ensemble canonigue 7

Ouel systéme pent-on décrire =i on remplace *énergie potentielle de pesanteur par nne énergie
potentielle électrigne T Quelle longuenr caractéristiqne apparait dans ce cas? Physique des plasmas, élec
trolytes. Longneur de Debye.

Cuelles sont les variables des fonctions thermodynamiques considérées 7
Lien entre la théorie de 'information et la thermostatistigue 7

Discussion validité hypothéses atmosphére isotherme. 11 fasdrait prendre en compte les variations de
temperatura.

Finalement quelle est ta conclusion sur Pinterprétation statistique de Patmosphére isotherme ¥ Les
protubilités sesociées anx hautes énergies of done baates altitudes sont trés faibles done une particale d'air sera plutat

i basse allilude.

Comment définit-on la température microcanonigque ¥ 1 bl se donner Uéoergie ol Penbropie, i faal dooc
pouvoir compler les microdtals du syslime,

Comment est-ce gu'on définit la température canonigue alors ¥ Oon ne peul pas délinie 'énergie de chague
aysteme H et 5, mais il faut se placer & une certaine répartition d’énergie donnée,

Exemples de thermostats ¥ Atmosphére,
Oue faire 3i on vent un systéme i énergie constante 7
Approche la plus naturelle en physique canonique on microcanonigue 7

Paramagnétisme : détails sur le développement (systéme considérd, énergie...) Spin, axe de quantifica
tion du champ magnétique (spin up, spin down), magnéton de Bohr.

Autres domaines/exemples avec facteur de Boltzman 7 Capacité calorifique des solides

Comment mesure-t-on kB T Valeur 7 Mouvement brownien. Aujourd hui avee thermométrie (précision & 5 on
6 chiffres aprés la virgole).

On’est-ce qui historiquement a permis les gens d’adhérer a I'hypothése d'agitation thermigue 7 Jean
Perrin : mesure de Na et kI8 qui a validé Phypothése atomigue qui est lige & Pagitation thermigue.

Théoriéme d'équipartition de PPéoergie T Degrés de lberté guadratigues indeépendants et olassgues. Marche &
hante termpérsture mais pas A basse température.

Pourguoi le théoréme d*éguipartition marche bien 4 haute température mais pas i basse température
(explication avec le acteur de Boltzman? A besse température, description quantique avec distribution de

Fermi-Dirac ¢l de Bose-Einstein.

Que représente KB 7 Quantum d'information, physique statistigue.
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